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� 序論

��� 物質構造解析の方法

物質（������） ，特に固体（�����）の原子的配列

（������ ���������）を決定する手段を所謂，物質

構造解析（��������� ������� �� ������ という．通

常の可視光線は物質の表面で反射されるので物質内部

の構造を探査するのには不適である．

放射線 ��

������

放射線 �
!�������

　

物質内部にまで侵入できるものに �線，高速電子線，中性子線がある．これらを総称して，以下

「放射線」という．

"� 　特性 �線（#$����　 ���	）

電子の励起エネルギー　%�，　 �：プランク定数，

�：光速度&　波長　 � '
��

%�
　 �(��)��*+�,-�　 ��	�.�　（�.� '

�/����'/���）

電子のエネルギー �

%�

"� 　加速電子（0�0�12����　 ����）

加速電圧を � ，電子の質量を�，電子の電荷を 	とすると，電子のドブロイ波長は � '
��

��	�
である．この式に � ' 
�
��� �/���0� �& � ' ���/�� �/���3�& 	 ' ��
/�� �/���+を代入する

と，� の単位を 4として，� '

�
��	/�

�
�で与えられる．すなわち，加速電圧が �	/��4では波

長は /���である．

　

"� 　熱中性子

原子炉内での中性子の熱平衡状態（温度 
）において，中性子の質量 �，ボルツマン定数 � と

すると，中性子の平均ドブロイ波長は � '
��

���

である．この式に � ' 
�
�� � �/���0� �&

� ' ��
�	� �/���3�& � ' ������ �/���05-を代入すると，� '

�

����



�で与えられる．すな

わち，炉内の温度が 
����-では波長は /���である．

��� 放射線の物質による吸収と散乱

"� 　多重散乱と１回散乱　 "� 　吸収スペク

トルと散乱スペクトル　 "� 　吸収の大きさ：

電子線��線�中性子線　 "� 　吸収係数  '

��

�
� ����　　 "� *厚さ 

右図は波長が ��/�.�の中性子と波長が ��	�.�の

�線について，質量吸収係数 �� ���5�を比

較した表である．

元素 原子 中性子 �線

番号

+ 
 /�///�	 	�	

�� �� /�//� ����

6� �
 /�/�	 ����/

�� �� /��/ ����/

78 �� /�///� ����/

�



問１　波長 � ' ���の	線光子１個のエネルギーは何 
�か？

　

プランクの定数 � ' 
�
�� �/���90 � �:� 光速 � ' ��//� �/�9���:であるから，

� '
��

�
'


�
�� �/���90 � �:� ��//� �/�9���:

�/���9�:
' ����� �/���90:

��4 ' ��
/� �/���90:であるから

� '
����� �/���

��
/� �/���
9�4: ' ����� �/�9�4:

　

　

　問２　 ����に加速された電子の波長は何 ��か？

　

電子の運動量および電荷を �� 	，加速電圧を � とすると，
��

��
' 	�．また

電子のドブロイ波長 �は � ' ���で与えられるから，� '
��

��	�
� ' 
�
�� �/���90 � �:� 	 ' ��
/� �/���9+:� � ' ����� �/���93�:

を代入すると　 � '

�
�� �/����

�� ����� ��
/� �/��� �
'

�
��	/�

�
�，

� ' �/�を代入すると，� ' ����� �/���

　

　

　問３　波長 �����の熱中性子を放出する原子炉内の温度は何度か？

　

炉内の絶対温度を 
，中性子の質量を�，速さを �，ボルツマン定数を �とすると

��
�� ' �����であるから�& 中性子のドブロイ波長 �は � ' ��"�� であるから，


 '
��

�����
．� ' 
�
�� �/���90 � �:� � ' ��
�� �/���93�:� � ' ����� �/���90�-:&

単位 90:は 3� ��5��であるから，


 '

�
�� � �/�����90 �:�

�� ��
�� �/���93�:� ����� �/���90�-:� �/�����9�:�
' 
��
� �/�9-:

したがって，一般に � '

�

����



で与えられる．

�理想気体の内部エネルギー � は気体定数 �とすると � � ����� で表される．１分子当りでは両辺を分子数 ��アボ
ガドロ数 ���� ����）で割ると ��� � ����� � ����� が得られる．� は分子の平均速度である．

�



� 物質の原子的構造

��� 理想結晶の原子的構造

"� 　固体（�����）&　液体（;�<���）&　気体（=��）

　原子の運動エネルギーと原子間の結合エネルギー

"� 　理想結晶の概念：原子数無限&並進対称性

"� 　石墨 "���)2��� の例：格子定数 �� �

　　　　格子点：���� ' "��
� >��

� ����� �
� >��

��
�

　　　　対称性：�� �� � �� 　鏡対称�� ' ��

　　　　　　　　 �� "����� � "������� 　点対称

　　　　　　　　 �� "����� � "����� ��� 　鏡対称�� ' ����　等

"� 　点群（)��� ����)）：直交変換に関して不変。�次元では元の数は ��

　　回転（#������）&　反転（?������）&

　　鏡映（������ ��@�����）&　回転反像（#����� �������）

"	 　ブラベー格子（A������ ��	/）：単位胞の形　 
 �������& �� ��������

"
 　 +�������� ����

　　　　 6*����,�������　 ?*8���,�������　 +*8���,�������　 �*����,�������

"� 　空間群（�)��� ����)）：座標変換　 �� ' �� >�に関して不変。�次元では元の数は ��/

　 ������������� 	�� 
������������� �����

"� 　可能な回転対称性：�,����& �,����& �,����& �,����& 
,����

"� 　六方最密構造の軸比：剛体球の場合には，��� '
�

��� ' ��
��/

　　実際の結晶では次のようである。　

表 �* 12� ��� ����� �� ��� ��������

結晶 �".� �".� ���

A�"��℃ ���� ��	�� ��	
�

+�"�	/℃ ���� 
�	� ��
��

+�"�	℃ ����� 	�
/� ����


� ,+� ��	�� ���/	 ��
��

� ,+� ����� ����� ��
�


��"�	℃ ���/� 	��// ��
��

B� ��
	 ���� ��
�/

1� ���� ��
� ��	��

C ��
	� ����� ���	


"�/ 　立方晶系物質（単体）の密度

　　 � ' ���"���� ' ��

�����"�5��� 

　　 ��：アボガドロ数，�：原子量 "� ，�：単位胞内の原子数，�：格子定数 ".� 

�



表 �* !����� �� �������� D��2 ��8�� ������

結晶 構造 � �".� �"計算値 �"実験値 

"�5��� "�5��� 

+� ����� 
��	� ��
/��"���+ ����� ����"�/℃ 

�� ����� �/���� ��/�� �/�	
/ �/�	/"�/℃ 

+ ������ ���/� ��	
/ ��	�� ��	�"�/℃ 

��� 結晶構造の例

図 ���* 稠密層での球の位

置
図 ���* 六方詰込構造（E+7）

の層内の球

　

　

図 ���* E+7"左 と 6++"右 

図 ���* E+7に対する ����,

����� ��� ����

　

　

�



図 ��	* "� ダイヤモンド構造　 "8 せん亜

鉛鉱型構造
図 ��
* ウルツ鉱型構造

図 ���* "� B�+�型構造　 "8 +�+�型構造 図 ���* ペロプスカイト

型の結晶

図 ���* A++構造の複雑な結晶　 "� ��6�　

"8 ������

図 ���/* -�7�+��

	



物性論入門問題１
　

��　格子定数 � ' ��	.�，� ' 	��.�，� ' 
��.�の斜方格子において，次の量を求めよ．

　 "� 単位格子の体積

　 "� 原点 F"/& /& / と点 7"/��& /��& /�� との間の距離

　 "� 原点 Fと点 G"/��& �/��� �/�� との距離　 "� 点 7と点Gとの距離

　 "	 ベクトル ��
F7と��FGのなす角度

　

��　ダイヤモンドについて，次の問いに答えよ。

　 "� 基本 ")�������� 単位胞には炭素原子はいくつあるか。

　 "� 基本並進ベクトルの長さは何 .�か。

　 "� +,+,+の四面体化学結合角を求めよ。

　ただし，通常使われる "��������� 単位胞の格子定数は ��	
.�である．

　

��　次の各格子の格子点を剛体球で占めるとき，その体積の充填率を求めよ．

　 "� 単純立方格子 "�� ，"� 体心立方格子 "��� ，"� 面心立方格子 "	�� ，

　 "� 六方詰め込み構造 "��� ，"	 ダイヤモンド構造

　

��　立方格子において，或る格子点の周りの格子点の数を，種々の距離について分類せよ．

　ヒント：格子定数 �，距離 �，格子点 "��������）するとき，"��� � ' ��
� >��

� >��
�を不変に

する "��������）の組を数え上げる．"�&�&� のように３整数すべてが異なる場合には �H��� ' ��

組あるが，"�&�&� のように，��と��の入れ換えに対して新しい組が生じない場合には ���� ' ��

のように考慮する必要がある．

　

	�　面心立方構造の "�&�&/ & "�&�&� & "�&�&/ & "�&�&� 各面の原子配列をそれぞれ描け．

　


�　体心立方構造の "�&�&/ & "�&�&� & "�&�&/ & "�&�&� 各面の原子配列をそれぞれ描け．

　

��　ダイヤモンド構造の "�&�&/ & "�&�&� & "�&�&/ & "�&�&� 各面の原子配列をそれぞれ描け．

　

��　格子定数 � ' ��	.�，� ' 
��.�，� ' 	��.�の斜方格子において，次の格子面の面間隔を計算せよ．

　 "�&�&� &　 "�&�&� &　 "�&�&� &　 "�&�&� 

　

II　以上　長倉繁磨著「物質の構造」（朝倉書店）より　II






��� 各種構造の充填率の導出

������
 �� ����� ����
� � �* )��3�� �������&

　 �*������� ������&　 ��* ������&　 �* ��8�� �� ������� )���� � ��������� ��� ����

� '
��"�� ��

���
'

�

�
���� "��� 

��������
 ������

� ' �� � '
�

�
� � '

�



� /�	� "��� 

����� �!�
��
"
 ������

� ' �� � '

�
�

�
� � '

�
�

�

�
� /�
� "��� 

������
!�
��
"
 ������

� ' �� � '

�
�

�
� � '

�
�

�
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�
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�
� � '

�
�

�

�

� /��� "��	 

"/&/&/ 

"�5�&�5�&�5� 

図 ����* ������ �� ������ ���������

�
�� "��� ���

�
�� "��� �

図 ����* 2���2� �� �����2����
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� 原子による放射線の散乱

��� 電子による�線の散乱

　電子がF点で加速度 �を持つとき，Fを中心とする十分大きい半径 �の球面上の点 7で時刻

�における電場� 及び磁場� の大きさは，+=�単位系で表すと

��� ' �� � ' 	

���
��� ��� "��� 

で与えられる "図 ���を参照 。加速度は，

� ' � 	

�
�� �� ���� "��� 

したがって，7点における �次波の単位立体角の強度は時間平均をとって，

� '
�

��
� ��� � ��� �� "��� 

�

�

�
� �  

 

7

F

!

"

#

$
!�

�

��

�

�

図 ���* �,��� ��������� 8� � �������

"��� &"��� &"��� および � ��� ���� ��' ���，入射強度 �� ' "���� ����� を考慮すると，

� '
��
��

�
	�

���

��

��� � "��� 

実際の�線は偏光していないから，上式の �を図 ���の$について平均しなければならない。球面三

角法の公式より，散乱角 との間に，���� ' �� ����$が成立するので，��� � ' �����  ����� $，
したがって，

�� '
�

�

� �

�

�%$ '
��
��

�
	�

���

��
�

�
"� > ����   "��	 

式 "��� および式 "��	 は，それぞれ，入射波が完全に偏っているときと，全く偏りがない場合の，�

個の電子による�線散乱強度を与えるもので，12����の理論の結論である。因子 "�>����   ��

を 12���� ������ または )�����J���� ������ といって，散乱 �線の偏光の程度を表す。式 "��	 

より，�個の電子による全散乱強度は

�� '

� �

�

�����
� �� % ' ��

��

�

�
	�

���

��

"��
 

�



表 �* ���� �8���)��� +��Æ����� &�� ��� �,��� ��������2� /�	.� �� ��/.� D��2 ����� �� /��
'

�
9���5�:

�8���8�� ' /��'�� � '/�	.� � '��/.�

E � /���� /��
� /���	

E� � /��// /���/ /����

;� � /���� /���� /���


A� � /���� /��/� /�	��

A 	 /���	 /���
 /����

+ 
 /��// /���
 ���//

B � /��// /���� ����/

単位体積中の電子の数 �は，'�����で与えられる。ただし，' * 原子番号，� * 原子量，� * 密度

，�� *アボガドロ数である。したがって，�線が各電子によって，独立に散乱されるとすると，質

量散乱係数は，
&

�
'
���
���

'
��

�

�
	�

���

��
��'

�
� /��

'

�
9�����: "��� 

式 "��� は軽い元素で実験的に確かめられているが，重い元素では成り立たない（表 �参照）。

��� 原子による�線の散乱

�個の電子によって散乱される �線の強度は式 "��	 で与えられるから，電子分布 �"� の原子

による散乱は，各電子を考慮して，遠方での �線の散乱振幅は

K '
�
��

�
�"� 	���	����
���%� "��� 

ここに，��，�はそれぞれ入射方向および散乱方向の単位ベクトルである。

� ' "�� �� �� "��� 

が散乱ベクトルと呼ばれるものである。�のフーリエ変換を �線に対する原子散乱因子として

(	"� '

�
�"� 	�����%� "���/ 

で定義する。�が球対称とみなせる場合には，

(	"� ' ��

� �

�

�"� ��
�� ����

����
%� "���� 

で与えられる。故に

�	 ' ��
�

��

�
	�

���

��
� > ����  

�
(�	"� "���� 

�



図 ���* �線による原子散乱因子
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��� 原子による電子線の散乱

中心力ポテンシャル 	� "� によって散乱された電子波 K"� に対するシュレデンガーの波動方程

式は

� ��

����
��K"� � 	�� "� K"� ' �K"� "���� 

で与えられる。����	���� ' )�
�

����� ' � と置くと，この偏微分方程式の解は，次の積分方

程式で与えられる。

K"� ' K�"� >
)

��

�
	����
����

��

�� � ��� � "�� K"�� %�� "���� 

ここに

K�"� '
�
�

��	
������　　（ただし，��� ' �） "���	 

第 �近似として，右辺の K"�� に入射電子線波
�
��	

����
����� を代入し，散乱波の観測点を散乱

原子から遠く離れていると仮定すれば，式 "���� の第 �項（散乱波）は，

L"� '
�
��
)

�
	����
��"� "���
 

ここに

�"� '
�

��

�
� "�� 	������

�

%�� "���� 

原子番号 ' の原子のクーロンポテンシャル � は

� "� '
'

�
�

�
�"��� 

�� � ����%�
�� "���� 

であるから，�は �線の原子散乱因子 (	 を使って，

�"� '
�

"��� �
	' � (	"� 
 "���� 

で与えられる。故に

�� ' �L� ' ��

�
����	�

�

��
�

��
�' � (	"� ��

"��� �
"���/ 

　

＜問題 �＞式 "���� のおいて � "� K"� ' /の場合の一般解が，式 "���	 の K�"� であることを

証明せよ。

＜問題 �＞式 "���� を式 "���� に代入し，式 "���� を証明せよ。

＜問題 �＞水素原子の電子密度関数 �"� ' ������

�� を使って，水素原子に対する (	および�を �の

関数として表わし，-電子，;電子の相違を比較検討せよ。

��



IIIIIIIIM散乱ベクトルについてIIIIIIIIM

入射線の波長を �，入射方向の単位ベクトルを ��，散乱方向の単位ベクトルを �とすると，散乱

ベクトルはすでに定義したように � ' "� � �� ��である．行路差は下の図を参考に � � � � � � ��
であることが分かる．ただし，�は散乱体の位置ベクトルである．7で散乱される波の位相角はF

において散乱される波の位相角より ��� � �だけ進んでいることが分かる．

��
�

�

� � ��

� � �
F

7

 

図 ���* 行路差の説明図

　

　散乱ベクトルの大きさ ���は散乱角  によって次式で与えられる．

��� ' �

�

�
"�� �� � '

�

�

�
�� > ��� � �� � �� '

�

�

�
�� � ��� 

しかるに，�� ��� ' � ���" �� であるから次式を得る．

��� ' �

�
��

 

�

IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIM

　

＜問題１＞の解答
　

*�

*#�
������� ' "���+�� 

��������，　 ����

∴　��������� '

�
*�

*#�
>

*�

*"�
>

*�

*!�

�
������� ' �������������

したがって，

��K ' ������K

∴　� ��

����
��K ' � ��

����
� "���� 

���

��
K ' �K

＜問題２＞の解答
　

�"� '
�

��

��
'

�
�������� �

� �
�"�� 

�� � ����
����������

�
上式の第２項を ��� ' � � �� によって変数変換 "�� �� � "��� ��� をすると

�"� '
�

��

��
'

�
�������� �

� �
�"�� 

����� �
���	��������
�������

�

��



関数 ,"� を

,"� '

�
�

�
�������� "���� 

と定義すると，

�"� '
�

��
,"� 	' � (	"� 


,"� は次のようにして得られる．

,"� '

� �

�

����

� �

�

�� -�-

� ��

�

��
�

�
������ �� �

' ��

� �

�

��
�

�

�� ����

���
�� '

�

�

� �

�

�� ������

定積分
��
�

�� ������は不定であるが，�の近傍の関数とみて �� .と �> .の間で平均したものと

することができる．すなわち� �

�

�� ������ ' ���
���

�

�.

� �

��

� �

�

��	��"�> / �
���/

' ���
���

�

��.

� �

�

��� 9���	��"�� . �
 � ���	��"�> . �
: ��

' ���
���

�

��.
�
�> .

�� .
' ���

���

�

��.

�
�.

�� .

�
'

�

���

上式の導出において，汎関数の 6������変換に関する次の公式を使った� �

��

#����"# ��������# ' ��
"���+" ���

"�� � H
"� �"�> 0 

したがって，電子線に対する原子散乱因子 �を得る．

�"� '
�

"��� �
	' � (	"� 
 "���� 

＜問題３＞の解答　－　原子散乱因子の計算例（水素原子）－
　

電子密度関数は�"� ' ������"��� ，ただし，-,�������では� ' /��.�，;,�������では� ' ��
.�

である．したがって，�線に対する原子散乱因子 (�は散乱ベクトルを �として，次式で与えられる．

(	"� '

�
�"� ��������

'
�

���

� �

�

�����
� �

�

� ��

�

����� �� ��� �� -���-��

∴　 (	"� '
�

����

� �

�

������ �� ������ "���� 

上式の定積分は次のようにして得られる．�"1 を次式で定義する．

�"1 '

� �

�

���� ���#�#

これを部分積分することによって次式が得られる．

�"1 ' � �

1
���� ���#

����
�

�

>
�

1

� �

�

����� ����#�#

' � �

1�
���� ����#

����
�

�

� ��

1�

� �

�

���� ���#�# '
�

1�
� ��

1�
�"1 

∴　 �"1 '
�

1� > ��

��



したがって， � �

�

#���� ���#�# ' �*�"1 

*1
'

�1�

"1� > �� �
"���� 

∴　 (	"� '
�

"� > ������ �
"���	 

電子線に対する原子散乱因子は

�"� '
�

"��� �

�
�� �

"� > ������ �

�
"���
 

�線、電子線に対する水素原子の散乱因子を以下の図に示す．

/ � �

��/

�".��� 

� ' /��.�

� ' ��
.�

"� 　 (	"� 

図 ���* "� 　水素 �線原子散乱因子

�".��� 

� �/

��/

"8 　 ��"� ���

� ' /��.�

� ' ��
.�

図 ��	* "8 　水素の電子線原子散乱因子
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� 完全結晶による放射線の散乱

��� 理想結晶による干渉性散乱強度

理想結晶の原子位置は，�> �� "2 ' �� � � � � � で与えられる．ただし，�は格子点ベクトルで

時式で与えられる．

� '
��


��

�
�
　　�
：整数， "��� 

�� は単位胞内の原子の位置ベクトルである．原子散乱因子を ("� とすると，干渉性散乱振幅は

�"� '
�
�

�
�

(�"� 	
���	����
�� "��� 

で与えられる．入射放射線の波長を �とし，入射方向および散乱方向の単位ベクトルをそれぞれ

��，�とすると，� ' "�� �� �� である．したがって

�"� ' 3 "� 4"� "��� 

3 "� '
�
�

(�"� 	
������　：結晶構造因子 "��� 

4"� '
�
�

	�����　：結晶外形因子 "��	 

基本単位ベクトル ��，��，�� とすると次の関係にある逆格子ベクトル ���� �
�
�� �

�
� を導入する．

��� '
�� � ��

�
�　��� '

�� � ��
�

�　��� '
�� � ��

�
"��
 

ここに，�は単位胞の体積である．即ち � ' �� � "�� � �� ，散乱ベクトル �を ��� で表現すると，

� '
	

� ���
�
� であるから，

�� '
�
�

���� "��� 

4"� ' &"�� &"�� &"�� "��� 

ここに，

&"� '

��
����

	����� ' ���
���

��"��> � ��

����
'

��
����

Æ"�� � "��� 

したがって

�"� '
�
�

3 "� Æ"� � � '
�
�

3 "� Æ"� � � "���/ 

単位胞当たりの回折強度は

���
���

�"� �� '
�
�

�3 "� ��Æ"�� � "���� 

で与えられる．Bは結晶の単位胞の数である．"���� から分かるように � ' �で回折条件を満足

している．したがって，
�� ��
�

� �� ' �� '整数　 "2 ' �� �� � "���� 

が成立する．これがラウエの条件である．

�	



��� 逆ベクトル，逆格子および面間隔

単位胞を表す �つのベクトル ��，��，�� とそれらに対応する逆ベクトル ���� �
�
�� �

�
� の間には次

の関係がある．

�� � ��� ' Æ�� "���� 

�� ' ��� � "��� � ��� '
�

�
"���� 

"���  
� ' �� "���	 

	 ' "	 � ��� �� > "	 � ��� �� > "	 � ��� �� "���
 

	 ' "	 � �� ��� > "	 � �� ��� > "	 � �� ��� "���� 


� ' 
�　�� ' ��　�� ' � "���� 

ただし，
，�，� は直交座標系の単位ベクトルである．���，�
�
�，�

�
� を �稜とする平行 
面体の積み重

ねで出来ている格子を逆格子 " ����)����� �������  ，各交点を逆格子点 " ����)����� ������� )����  

といい，

� ' ���
�
� > ���

�
� > ���

�
�　　 "��� ��� ��：整数 "���� 

で与えられる．"��� ��� �� ,面の法線方向の単位ベクトル を公式 "���� を使って展開すると，

 ' " � �� ��� > " � �� ��� > " � �� ��� "���/ 

一方，面間隔 %は，ミラー指数 �� の定義から，% '  ������ で与えられるから，次の関係を得る．

 ' % � � "���� 

故に

% '
�

��� "���� 

　 �� と �� のなす角を 1
，および ��� と ��� のなす角を 1�
 とする．ただし，（+� 2� �）は（�&�&�）&

（�&�&�）&（�&�&�）のいずれかである．逆ベクトルの定義から

��� '
���
 ��1�

�
"���� 

���1�� '
���1� ���1
 � ���1�

��1� ��1

"���� 

を導くことができる�．ただし，�� ' ����，および ��� ' ���� �である．したがって，面間隔は一般
に，次のように与えられる．

�

%�
'

�

��
"���&�� > ���&�� > ���&�� > �����&�� > �����&�� > �����&�� "���	 

ただし，

&�� ' ����
�

 ��� 1��　&�
 ' ������"�� ���1� ���1
 � �� ���1� "���
 

上式の（+� 2� �）は（�&�&�）&（�&�&�）&（�&�&�）のいずれかである．
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����� 単位胞の体積

直交座標の (&�&J軸の方向の単位ベクトルをそれぞれ 
� ���とし，ベクトル�� � の各軸の成分

をそれぞれ 5�� 5�� 5� & および 0�� 0�� 0� とすると内積� �� は次式で与えられる．

� �� ' "5�0� �5�0� 
> "5�0� �5�0� � > "5�0� �5�0� � '

�������

 � �

5� 5� 5�

0� 0� 0�

������� � "���� 

したがって，	と� �� との内積は

	 � "� �� ' "��
>��� >��� 


����� 5� 5�

0� 0�

����� 
>
����� 5� 5�

0� 0�

����� � >

����� 5� 5�

0� 0�

������
�

∴　	 � "� �� '

�������
�� �� ��

5� 5� 5�

0� 0� 0�

������� � "���� 

また，上の 行列式の �乗 は次式のように表される．

�������
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�	 �� ��

������� � "���� 

以上の公式より，単位胞の体積 � ' �� � "�� � �� は次式で与えられる．

�� '

�������
��� ���� ����

���� ��� ����

���� ���� ���

������� '

�������
��� ���� ���1� ���� ���1�

���� ���1� ��� ���� ���1�

���� ���1� ���� ���1� ���

������� � "���/ 

∴　 � ' ������
�

�� ���� 1� � ���� 1� � ���� 1� > � ���1� ���1� ���1� "���� 

　

　各結晶系における単位胞の体積は，格子定数 "�� �� �� 1� �� 6 を使って次のように表される．

立方晶系* � ' ��&　正方晶系* � ' ���&　斜方晶系* � ' ���&　六方晶系* � '

�
�

�
���&

三方晶系* � ' ��
�

�� � ���� 1> � ���� 1&　単斜晶系* � ' ���
�

�� ���� � ' ��� ���&

三斜晶系* � ' ���
�

�� ���� 1� ���� � � ���� 6 > � ���1 ���� ��� 6

��



面間隔の計算例：六方晶系の "��7 ,面間隔

�� ' �� ' ��　 �� ' ��　1� ' 1� ' �/゜　� 1� ' ��/゜

&�� ' &�� ' �����　&�� '
�

�
���　&�� ' &�� ' /�　&�� '

�

�
����

したがって
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>
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"���� 

　

同様にして，各晶系の面間隔に対する式は次の通りである．

� 立方晶系*　
�

%�
'
�� > �� > 7�

��
�

� 正方晶系*　
�

%�
'
�� > ��

��
>
7�

��
�

� 斜方晶系*　
�
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'
��

��
>
��

��
>
7�

��
�

� 三方晶系*　
�

%�
'

"�� > �� > 7� ��� 1> �"�7 > 7�> �� "���� 1� ���1 

��"�� � ���� 1> � ���� 1 
�

� 単斜晶系*　
�

%�
'

��

�� ��� �
>
��

��
>

7�

�� ��� �
� ��7 ����

�� ��� �
�

� 三斜晶系*　
�
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'

�
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"��&�� > ��&�� > 7�&�� > ���&�� > �7&�� > 7�&�� 
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＜参考＞

�



� � %

%

平面上の点 � "#� "� ! を満たす方程式は上の図を参照すると，

"� � %  ' /　∴ �� % ' /

であることが導かれる．（は平面の法線方向の単位ベクトル）

��



��� 結晶構造因子の計算：一種原子の簡単な例

原子散乱因子が ( の一種原子からなる場合，結晶構造因子 3 "�� �� 7 は単位胞内の 2 番目の原子

位置 "#� � "� � #�）（2 ' �� � � � � �）から，次式によって得られる．なお，�3 ��が /になる条件を「消

滅則」と呼ぶ．

3 "�� �� 7 ' ("� 
�
�

	���	������
��� �
 "���� 

� � ' �の場合*

�3 "�� �� 7 ���(�"� ' �	���	������
����
�� ' � "���� 

� 体心格子の場合："#� "� ! ' "/� /� / � " �� �
�
� �

�
�  *　 3 "�� �� 7 �("� ' � > 	��	��
��


∴　 �3 "�� �� 7 ���(�"� '

��
�

� (8� �> � > 7 '偶数，

/ (8� �> � > 7 '奇数
"���	 

� 面心格子の場合："#� "� ! ' "/� /� / � "/� �� �
�
�  � "

�
� � /�

�
�  � "

�
� �

�
� � / 

3 "�� �� 7 �("� ' � > 	��	
��
 > 	��	���
 > 	��	��



∴　 �3 "�� �� 7 ���(�"� '

��
�

�
 (8� すべてが偶数，或いはすべてが奇数

/ (8� 偶数と奇数が混合している
"���
 

� ダイヤモンド構造の場合："#� "� ! ' "/� /� / � "/� �� �
�
�  � "

�
� � /�

�
�  � "

�
� �

�
� � / ，およびこれらの４

座標にそれぞれ " �� �
�
� �

�
�  を加えた座標に原子が占められている．

∴ 3 "�� �� 7 �("� '
�
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�

∴　 �3 "�� �� 7 ���(�"� '

���������
��������


� (8� すべてが偶数，かつ �> � > 7 ' �� "� *整数 

/ (8� すべてが偶数，かつ �> � > 7 ' ��> � "� *整数 

�� (8� すべてが奇数

/ (8� 偶数と奇数が混合している
"���� 

� 六方詰め込み構造の場合："#� "� ! ' "/� /� / � " �� �
�
� �

�
�  

�3 "�� �� 7 ���(�"� '
�
� > 	���	���

��	���

��
� > 	����	���

��	����

�
�> �� ' �� > "�� � を考慮すると，�を任意の整数として，次の４つの場合がある．

　 �3 "�� �� 7 ���(�"� '

���������
��������

� (8� �� � ' ��� 7 '偶数，

� (8� �� � ' ��� �，7 '奇数，

� (8� �� � ' ��� �，7 '偶数，

/ (8� �� � ' ��� 7 '奇数

"���� 

��



物性論入門問題２　 ����	
� ��	
����� �� �
		�� より抜粋）
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問題２の略解
　

�� � 3 ' (
�
� > 	��	��
��
��

� �
� > "�� 
�� > "�� ��� > "�� ��


�
　 8 指数 �� �� 7が次の２つのいずれかの条件を満たす場合

　　 "� 奇数と偶数が混合している． "� すべてが偶数で �> � > 7 � � ' �の倍数．

　 � 8 より �������（強度）は０

�� � 3 '
�
(� > �(� ���

�

�
"�> � > 7 

��
� > "�� 
�� > "�� ��� > "�� ��


�
　　上式の原子散乱因子 (�� (� は � ' "��� ��" �� '

�
�� > �� > 7���に対する値である．

　 8 表は ���に対する値である．�	���
�� '
�

��"�� 	��	 ' /��	�9.���:，

　　 �	���
�� '
�

���"�� 	��	 ' /����9.���:．3	���
 ' � 	(� > �(� ���"���� 
 ' �(��

　　 3	���
 ' � 	(� > �(� ���"�� 
 ' �"(� � �(�  ，

　　表より，補間法�により "��� では (� ' �	�
，"��� では，(� ' �����，(� ' ����，

　　したがって，�3	���
�� ' ����� �/�� �3	���
�� ' ���	� �/

　蛍石 +�6� の構造を下図に示す．

�� 3�( ' � > 	���	���

�� > "�� �
�
� > 	���	���

��

�
&

　　 7 ' ���"偶数 では ��> � ' �"�> � � "�> �� � 	�� > 	��� ' � ���#を考慮すると，

　　 3�( ' � > � ���9��"�> �� ��:．さらに � > ���# ' � ���� �
�#より与式が得られる．

　　 7 ' ���"奇数 では 3�( ' 	���	���

�� � 	���	���

��，	�� � 	��� ' �+ ��#

　　より与式が得られる．

�� 	� 
� は省略．
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� 不完全結晶による放射線の散乱

��� 回折強度への熱振動の影響

7番目の原子の平均位置 ��，時刻 �における熱振動による変位を Æ�"� とすると，ある瞬間の回

折強度は

�"� ' ���
�
�

(�"� 	
��������Æ�	�
	�� "	�� 

したがって，実際観測される強度は，その時間平均で，次式で得られる。

� '� �"� ��' ��
�
�

�
��

(�"� (��"� 	
����	������ 
 � 	�����Æ�	�
�Æ�� 	�
	 �� "	�� 

以下，# � ��+�	Æ�"� � Æ�� "� 
として，� 	�� �を考える。長時間における #の確率分布を �����

分布としてよいから，

� 	�� �'

� �

��

	��
1�
�
	��

���%# "	�� 

	�� を展開して，#の奇数次の項の積分が /になることを考慮すると

� 	�� �'
1�
�

��

��

"�� 


"�� H

� �
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#�
	��
���%# "	�� 

� �

��

#�
	��
���%# ' 3
"1 とおくと，3
"1 ' "�� 


%


%"1� 

3�"1 を得る。

しかるに 3�"1 '
�
��1であるから

3
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したがって
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一方　 � #� �'
1�
�
3�"1 '

�

�1�
　　∴　 � 	�� �' 	���

����

を得る。�Æ� ' �Æ�� とおけば

� #� �' "��� �	� Æ��� � > � Æ���� � �� � Æ��Æ��� �
 "	�� 

7と 7� が遠く離れている場合には，同時刻における Æ��とÆ��� には相関がないとみなしてよいから，

Æ��Æ��� ' / 。しかし，7と 7� が互いに近い場合には � Æ��Æ��� �を考慮しなければならない。

ここで，

"��� � � Æ��� � �� ���"� ，　 		���

��Æ��Æ���� � � � ,���"� 

とおくと，問題にしている回折強度は

� ' �� > ��，　　第１項は，�� ' ���
�
�

(�"� 	
������	���	�
�� "	�� 

で，�,�節の（�）において，(�"� � (�"� 	
���	�
としたもの，即ち熱振動のない場合の変形であ

り，結晶の場合には，シャープな強度を与える項である。第２項は

�� ' ��
�
�

�
��

(�"� (��"� 	
����	������ 
	���	�
	���� 	�
,���"� "	�� 

��



で ��� � ��� �が大きい値，即ち 7と 7� が離れている場合には，/となるので，ブロードな強度を与

える。この強度を 1��)������� !�Q��� ��������� （1�!��：温度散漫散乱）という。

　単位胞に原子を �種類含み，各原子が独立に運動している "アインシュタイン �モデル 簡単な場

合を考える。この場合には，7 �' 7�では，� Æ��Æ��� �は /，すなわち，,��� は /であるから，1�!�� は

�� ' ���	("� 
�	���	�
		��	�
 � �
 ' ���	("� 
�	�� 	���	�

 "	��/ 

で与えられる。振動の �乗平均は � Æ� �' &� で一定であるとすると�"� は �� に比例する。

��� 回折強度への結晶サイズの影響

微小結晶内の電子分布 �を，無限に広がった完全に周期的な理想結晶のある有限部分とみなし，

無限結晶の電子分布 �� と結晶外形関数 /との積で次のように与える．

�"� ' ��"� /"� "	��� 

ここで，/"� は次式で定義される．

/"� '

�
�� 　�が結晶内部にあるとき

/� 　�が結晶外部にあるとき
"	��� 

"	��� で与えられる電子分布からなる有限結晶による �線回折振幅 �"� は次のように電子分布の

フーリエ変換で与えられる．

�"� '

�
��"� /"� 	������%� "	��� 

ところで，��"� は任意の � に対して周期性を満たすので次のようにフーリエ級数に展開するこ

とができる．

��"� '
�

�

�
�

3 "� 	������ "	��� 

�は単位胞の体積である．フーリエ係数 3 "� は次式で与えられる．

3 "� '

�
���

��"� 	�����%� "	��	 

上式の積分は単位胞内で行われる．"	��� に "	��� を代入すると

�"� '
�

�

�
�

3 "� 4"�� � "	��
 

ただし，　 4"� '

�
/"� 	�����%� "	��� 

上式で定義される関数は結晶の形及び大きさに関係するので「結晶外形因子」という．回折強度

�"� は次式で与えられる．

�"� '
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�
�

�
��

3 "� 3 �"�� 4"�� � 4�"�� �� "	��� 

関数 4"� は �が /の近くでは値をもつがそこから離れると /になる．したがって，上式の和のう

ちで � �' �� の項は無視することができる．したがって

�"� '
�
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�
�

�3 "� 4"�� � �� "	��� 
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��� �元合金の規則 �不規則変態の�線回折的研究

�真鍮は常温では，銅（�原子）と亜鉛（A原子）の各原子が体心立方格子の単位胞のコーナー

の位置および体心の位置を占めている（この構造を +�+�型構造と称す）。温度が上昇すると熱振

動によって，それぞれの原子が入れ替わって +�+�型から乱れる。いま，コーナーの位置を 1,�����，

体心の位置を �,�����とし，その席にどの原子が占めるかを表す為に次の量を定義する。

　 �� ' 1,�����を �原子が占めている割合，　 :� ' 1,�����を A原子が占めている割合

　 � ' �,�����を A原子が占めている割合，　 : ' �,�����を �原子が占めている割合

次の関係が成立することは明かである。

�� > :� ' �，　 � > : ' � "	��/ 

この例では，1,�����，�,�����の各 �����の数が同じである。また，�種類の原子数も同じ割合含ま

れているが，以下一般の場合を取り扱う為に，1,�����，�,�����の割合，"�および " ，�原子およ

び A原子の各原子数の割合 #�および #! を定義する。これらの間には次の関係式が成り立つ。

"��� > " : ' #�，　 " � > "�:� ' #! "	��� 

合金の秩序の度合いを表す為に，「長距離秩序パラメーター」4 を次のように定義する。

4 ' �� > � � � ' �� � : ' � � :� "	��� 

規則合金の場合には �� ' � ' � であるから 4'�，完全に無秩序の場合には �� ' � ' �
� である

から 4'/である。他の一般の場合 / � 4 � � である。

　 �原子，A原子の原子散乱因子を (�，(! とすると，結晶構造因子は次式で与えられる。

3 "�� �� 7 '� ( ��
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��������
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	���	�����
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ただし，　 � ( ��' ��(� > :�(!，　 � ( � ' � (! > : (� "	��� 

　 � 真鍮の場合には �,�����'"/&/&/ & 1,�����'" �� �
�
� �

�
�  ，" ' "� ' �

�，#� ' #! ' �
� であるから

�> � > 7 '偶数では基本反射で，　 3 ' (! > (� "	��	 

�> � > 7 '奇数では規則度 4 の関数で，　 3 ' 4"(! � (� "	��
 

　濃度が一般の場合

　　 � &�'�

　　　 �,�����'"/&/&/ & 1,�����'" �� �
�
� �

�
�  ，" ' "� ' �

�
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�> � > 7 '奇数，　 3 ' 4"(! � (� "	��� 

　　&��(�

　　　 �,�����'"/&/&/ & 1,�����'" �� �
�
� � / � "/�

�
� �

�
�  � "

�
� � /�

�
�  ，"� ' �

� � " ' �
�

�� �� 7 'すべて奇数 8� すべて偶数　 3 ' �"#!(! > #�(� "	��� 

�� �� 7 '奇数と偶数が混合　 3 ' 4"(! � (� "	��/ 
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�� �� 7 'すべて奇数 8� すべて偶数　 3 ' �"#!(! > #�(� "	��� 

�� �� 7 '奇数と偶数が混合　 3 ' �4"(! � (� "	��� 
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合金の２次元モデルとその光回折像
　

��不規則合金と規則合金の比較

　

図 	��* 原子の相異を点の大小に対応している．上段と下段は格子間隔が異なる．それぞれの格子

の右側には対応する回折像を示す．不規則合金で消えている回折斑点が規則合金では現れることが

分かる．

　

２�不規則合金が熱処理により規則化する現象のシミュレート

図 	��* 原子間の結合力が異種間より同種間の方が強い場合（金と銅等）には，温度を上げると規

則化する．それをシミュレートした例．左から右に温度が上昇している．中心に近い斑点が徐々に

現れているのが分かる．

�




��� 多結晶による回折強度および解析方法

微小結晶による回折の "�� �� 7 反射強度式は "	��� より次式で与えられる。

��
�"� '
�

��
�3 "� �� �4"�� � �� "	��� 

ただし

� ' ���� > ���� > 7��� "	��� 

結晶外形関数の絶対値の �乗は次式で与えられる。

�4"� �� '

�
� "� 	�����%� "	��	 

ここに

� "� '

�
/"�� /"�� > � %��　� "	��
 

多結晶では，構成微結晶の方位が無秩序であるとみなせるので，"��7 反射強度は �の方位につい

て平均して次式を得る。

��
�"� '
�

��
�3 "� ��

�
� "� 	������ � 	����� ��� %� "	��� 

しかるに

� 	����� ���'
�

��

� ��

�

%�

� �

�

%- �� - 	����� �� �%� '
�� ����

����
　� "	��� 

　特に外形が直径;の球状である場合には，上式と同様な計算によって

��
�"� '
�

��
�3 "� ��

� "

�

%� ���� � "� 
�� ����

����

�� ������
������ "	��� 

� "� ' ��

�
�� �

�
#>

�

�
#�

�
，ただし　 # ' ��;，�� '微結晶の体積 �

� ��"���� ��"������ ' ���	��"�� ��� �
 � ���	��"�> ��� �

であるから，"	��� の部分積分を繰り返すことによって次式を得る。

��
�"� ' � �3 "� �� �;

�
������ 	<"#� �<"#�

"	��/ 

ただし，#
 ' �;"�� ��� ， � ' ����は単位胞の個

数である．

<"# '
�

#�

�
�� �� �#

#
>

��� #

#�

�
"	��� 

F

#

� �,�,�

��/

　

関数<"# を上図に示す。<"# の半値幅を数値的に計算すると �����である。;が大きい場合には，

"	��/ の第 �項は無視できるので "��7 �ラインプロファイルの半値幅%�は次式で与えられる。

%� ' )�;，　) ' ���/� "	��� 

) はいわゆるシェラー常数といわれる。一般の外形の場合には � "� は複雑な関数で "	 の�に関

する積分は容易でないが，上式において，;の代わりに微結晶の体積の立方根 �を採用すると)

は �の近傍の値をとることが一般的に示されている。

%� �' )��，　) ' �，　 � ' �
���
� "	��� 

��



種々の "��7 ラインプロファイルの半値幅を実験的に求めることによって，微結晶の形及び大きさ

を推測することができる。実際の回折線では等価な ��
� の和が実測されるので，表 �に与えられ

るような逆空間の部分空間を Sとすると，

���
�	"� '
�
���

�3 "� �� �"� =��
�	"� "	��� 

ただし

=��
�	"� '
�

��

�
� "� 

�
�

>

#�
$��

	����%���

�
�� ����

����
%� "	��	 

�$ "? ' �� � � � � > はラウエ群�の元である。�3 "� �� は任意の元 �$ の作用のもとで不変に保た

れる。Sに属する逆格子点は操作 �$"? ' �� � � � � > によって全逆格子点を覆う。�"� は多重度で

������������� ����� ?� ��	 の �������� ������������ 	����� �	 ��� �� から得られる。

表 �* ��������� ����)����� ��8�)��� S ��� �� ;��� ����)�

;��� ����) ��8�)��� S ��������� ����
T� 7 � / 1�������

�5� � � /� � � / ��������
��� � � /� � � /� 7 � / F��2��2��8��
�5� � � /� � � /� 7 � / 1��������

�5��� � � � � /� 7 � /
�� � � � � /� � � 7 � / +�8��
��� � � � � 7 � /

T� � � /� � � /
T� � � � /� � � / E�(�����

5� � � /� � � /� 7 � /


5��� � � � � /� 7 � /

��� 回折強度への積層不整の効果

���金属の場合

��8�� �(��　 �������� 　逆格子　 �����
�
���

�
�

　 2�) �(��　	��	��	� 　逆格子　	�
��	

�
��	

�
�

	� '
�

�
"��� > �� ，　	� '

�

�
"��� > �� ，　	� ' �� > �� > ��　 "	��
 

逆格子ベクトル　 � ' ���� > ���� > @��� ' A	�
� >)	�

� > >	�
�

A ' �	� '
�

�
"��> � ，　) ' �	� '

�

�
"�� > @ ，　 > ' �	� ' �> � > @　 "	��� 

原子位置　� ' ��	� >��	� >
��

�
	� > Æ"�� 

　 �"� ' ��(
�<�"� <"� "	��� 
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　 D2���

　 <�"� '

�����
�
��

�
��

�()	��+�"��	� >��	� 

�����
�

"	��� 

<"� '
�
�

�� �()"
��

�
+�� � ��&	�
 � "	�	/ 

　 D��2　 �"� ' ���	Æ"�� � Æ"��
� 
，　� ' �� ���

�

� � � � �は�� ���
� ' �を満たす��，��

�のすべてについて平均した値である．��は�層隔て

た層の対の総数である．

変形不整の効果

変形不整の入る確率を 1とすると，�層隔てて �層，A層，+層である確率をそれぞれ B�"� 

，B�"� ，B�"� とするとこれらの間には次式が成り立つ．

B�"� ' �1"�� 1 B�"�� � > "�� 1 �B�"�� � > 1�B�"�� � "	�	� 

B�"�� � ' 1B�"�� � > "�� 1 B�"�� � "	�	� 

B�"�� � > B�"�� � > B�"�� � ' � "	�	� 

上式において B�と B� を消去すると，B� についての階差方程式を得る．

B�"� > B�"�� � > "�� �1> �1� B�"�� � ' �� 1> 1� "	�	� 

この階差方程式の解法は線形２階微分方程式のそれに類似している．B� ' #� の形をした解を求

める．#� > # > "� � �1 > �1� ' /より # ' 	�� � �
�"� � 1 +
��，然るに元の式の特殊解は

B� ' ���であるから，一般解は

B� ' �#� > ��#�� >
�

�
　 "�，��は定数 "	�		 

を得る．初期条件 B�"/ ' �，B�"� ' /より � ' �� ' ���，したがって，

B�"� '
�

�
"� > #� > #�� "	�	
 

同様に

B�"� '
�

�
"� > .�#� > .#�� "	�	� 

B�"� '
�

�
"� > .#� > .�#�� "	�	� 

ただし，. ' "�� >
�

� + �� ' ������ である．また，� ��&	�
 �は

� ��&	�
 �' B�"� ��&�	�
 > B�"� ��&�	�
 > B�"� ��&�	�
 "	�	� 

ただし，��"� ' �，　��"� ' ��"�A >) ��，　��"� ' ��"A �) ��

したがって，

� ��&	�
 �'

���
��

� "��� A �) ' �� 

#� "��� A �) ' ��> � 

#�� "��� A �) ' ��� � 

"	�
/ 

<�は�	� ' A，�	� ' ) の近傍で鋭いピークを持つので，

� ' ��(
�<�"� <"A�)� � "	�
� 

��



$ ' ���とすると，

� ' ��(
�<�"� 

�
� >

��
���

"� �� 9�����	'�Æ
 > ��U�

�
"	�
� 

ただし，# ' 9��Æ，�� Æ ' ���"�� �1 ，9 '
�

�� �1> �1�

� ' ��(
�<�"� 	�;"A�)� � >�"A�)� � 
 "	�
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　 D2���

;"A�)� � '
�� 9�

� > 9� � �9 ���"$ � Æ 
"	�
� 

;"A�)� � は散漫散乱項�で，1による依存性を図 	��に示す．また，�"A�)� � は高次の項で

無視できる．

図 	��* 散漫散乱項の 1による依存性

��	�  � 
 とし，

��
����

�� �	���� �
�� ��

�� �
�� ��
より（����）式が得られる．
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� 結晶の凝集エネルギー

��� �
� ��	 �

�� ���	
����

E�& B�& ��& などの希ガス原子間（原子間隔：�）には，��)���"双極子 ,��)���相互作用に起因

する ��� に比例するファン・デル・ワールス相互作用の引力がはたらいている．しかし，�が原

子の大きさぐらいに小さくなるとパウリの排他原理に起因する斥力がはたらく．これらを考慮した

ポテンシャルが次式のレナード・ジョーンズ（;����,0���）のポテンシャルである．

C"� ' .

�� &
�

���
� �

� &
�

���
"
�� 

ポテンシャルの �に対する微分値が原子間の力 3 の大きさであるから，� ' &のとき 3 ' /であ

る．また，その位置でのポテンシャルは �.である．

��� �
������ ���	��

塩の結晶などは，「イオン結晶」と呼ばれる．B�原子の最外軌道の電子が１つとれ B�� 原子と

なっている．+�原子に１つ電子が加わった +��原子とB��原子の間にクーロンの法則に従う静電

気相互作用がはたらく．これによる結合エネルギーをマーデルンク・エネルギーと呼ばれている．

電気的ポテンシャルを +=�で表すと

C"� ' �	�%�( � ?�

�
"
�� 

第 �項は斥力相互作用で隣接原子にのみはたらく．最隣接原子間距離を �とし，+番目の原子と 2

番目の原子の間の距離を ����とすると，� 個のイオンからなる結晶の全エネルギー C��� は

C��� ' �

�
!�	��( � 1?�

�

�
，　但し，1 '

�

�

�
����

/�/�
���

"
�� 

ただし，!は最隣接原子の数，/� は +原子がプ

ラスイオンでは>�，マイナスイオンでは��で

ある．1 はマーデルンク定数と呼ばれている．

代表的なイオン結晶についての計算値を右図に

示す．

��������� 1�

B�+�,��)� �����	
	

+�+�,��)� ���
�
�	

��8�� C�,��)� ��
���

������� 「固体物理入門（上）」第 � 版  ���

　

　以上のほかに，以下のような結合の仕方がある．炭素，シリコン，ゲルマニウム等の半導体の原

子間には，電子のスピンに依存する交換相互作用がはたらく．金，銀，銅のような金属はイオン心

と伝導電子との相互作用に起因する相互作用がはたらく．また，水素が仲立ちにはたらく「水素結

合」によって形成される結晶がある．

��



� 結晶の振動と比熱

��� 基本格子が �個の原子を含む場合

B�+�構造のように基本格子に �個の原子が含まれる場合の原子振動を考察しよう．�次元の場

合について，厳密に解きその特徴を議論しよう．

�

�
�

D��� #��� D� #� D��� #���

上の図のように格子定数 �の �次元基本格子に質量がそれぞれ�� �の �原子が存在し，2 番目

の格子内の位置がそれぞれD� � #� とする．隣接原子間 "格子面間）の力の定数を 0 とすると次式

が成り立つ�．

�
%�D�

%��
' 0"#� > #��� � �D� �　�

%�#�
%��

' 0"D��� >D� � �#� � "��� 

上式は以下のように，波数 �，振動数 � の振動解を持つ．

D� ' D	���	�
�)�
�　 #� ' #	���	�
�)�
 "��� 

"��� を "��� に代入すると次式のようなD� #に関する同次方程式を得る．

�"��� ��D ' 0#
 
� > 	����


!� �0D� "��� 

�"��� ��# ' 0D
 
	���
 > �

!� �0#� "��� 

上式が /以外の解を持つためにはD� #の係数間に次式が成立しなければならない．����� �0 ��"��� � �0  
� > 	����


!
�0  

	���
 > �
!

�0 ��"��� �

����� ' / "��	 

したがって，

��"��� � � �0"� >� "��� � > �0�"�� ��� ���� ' / "��
 

∴　 "��� � '
0

��

"
"� >� �

�
"� >� � � ���"�� ��� ���� 

#
"��� 

以上のように解は �種類ある（図 ���参照）．上式で>の場合を光学的分岐（�)����� 8���2），�
の場合を音響学的分岐（���������� 8���2）と呼ぶ．

�時刻 �において，!番目のセルの２原子の座標位置を �����および ��� とすると，ポテンシャルエネルギーは次の �通
りの表現を得る．
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第１の表現から， 　 �
�����

���
� � ��

����
� ������� � ���	� � ���� ��

第２の表現から， 　 �
�������

���
� � ��

������
� ������� � ��� � ��������

上式に ����� � �� � ��
 �



�
� �� � ��� � �
��� を代入すると得られる．
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図 ���* �次元 �原子格子に対する光学的および音響学的フォノンの分散関係

��� 結晶における状態密度

一辺 >の立方体結晶（単純立方格子：格子定数 �）からなる場合を考えよう．各方向に周期 >

の境界条件を適用すると，波数ベクトル �の状態は #� "� ! 方向に次の条件を満たすものが存在し

得る．

��� ��� �� ' /N ���>N ���>N � � � N���"�> � "��� 

したがって，�空間における体積 "��> �当たり �個の状態がある．波動ベクトルの大きさ �以下

のモードの総数 7は

B ' >� ��

�
�� "��� 

結晶を体積 � の連続体のように扱い，分散関係は �を一定の音速として � ' ��とする（デバイ近

似）と状態密度;"� は

;"� '
%B

%�
' � ����

%�

%�
' ����

��

��
"���/ 

上式では，速度 �� の縦波 "���������� D��� �個と速度 �� の横波 "��������� D��� �個を考慮し，

�

��
'

�

�

�
�

���
>

�

���

�
"���� 

とした．� 個の格子では自由度は �� であるから，振動数の上限を �� とすると� )	

�

;"� %� ' ��，　∴　�� ' �

�
��

���

����

"���� 

��� 格子比熱

結晶内において，振動子の集合が絶対温度 
 の熱平衡にあるとき，振動数が � である振動子の

数 �"� は，�! をボルツマン常数とすると次式で与えられる�．
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したがって，内部エネルギーは "���/ より，

C '

� )	

�

�"� ��;"� %� '
���� �

��

� )	

�

��

	�)�	

* 
 � �
%� "���� 

# ' ���"�!
  � #� ' ����"�!
  と置くと，

C ' ���!



#��

� �	

�

#�

	� � �
%# "���	 

熱容量 0 は "���� より

0 '
*C

*

'

��!�

#��

� �	

�

#�	�

"	� � � �
%# "���
 

C および 0 において現れる積分の被積分関数

("# '
#�

	� � �
� ,"# '

#�	�

"	� � � �
を図 ���に示す．

図 ���* 実線* " ' ("# ，点線* " ' ,"# 

高温，すなわち #が小さい場合にはそれぞれ次のように近似できるので次のように!����,7����

の法則（モル比熱 �'
���5���）が得られる．

("# �' #��　 ,"# �' #� "���� 

∴　 C �' ��!�
�　 0 �' ��!� "���� 

温度が低い場合には #�が大きいとして，積分の上限を無限大として，次のように 0 が 
 �に比例

することが示される�．
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この結果は固体アルゴンの低温での比熱の測定結果と一致する．
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