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　図 �に示すように惑星 �は太陽 �を焦点にし，長径 �，離心率 �の楕円軌道を移動する．太陽 �

は楕円の中心�から ��だけ離れている．各惑星は地球が移動する面より Æ傾斜している．惑星の

公転周期 �，軌道長半径�，軌道楕円の離心率および軌道傾斜角は表 �のごとく�である。

表 �� 主な惑星軌道の諸量

惑星 水星 金星 地球 火星 木星 土星

公転周期 �（���	） 
��

�� 
������ ��




 ����
�� ������� ���
���

軌道長半径 � 
����� 
����� ��



 ������ ���
�� ����
�

離心率 � 
��
�� 
�

�� 
�
��� 
�
��
 
�

�� 
�
���

傾斜角 Æ�°� ��

� ����� 
�

� ���
� ���
� ��
��

地球から見た惑星の軌跡の特徴を調べるため軌道が円であるとしよう。滅多にない事だけれど最

初，太陽と各惑星が一直線に並んだ状態からの移動を考えよう．各惑星は �
日目には図 �の位置

にいるであろう．地球から見た各惑星の位置は図 �に示されている．地球から見て，各惑星と太陽

が ��
日目までに描く軌跡を図 
に示している．太陽以外は複雑な軌道であることがわかる．
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図 �� 惑星の楕円軌道 図 �� 太陽を中心にした惑星の運動

図 �� 地球から見た惑星の位置

図 
� 地球から見た惑星と太陽の軌道

�地球軌道の長半径を単位とする．
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　次に，我々が地球上で実際に惑星を観察する場合の正確な状況を設定してみよう．第 �に惑星の

軌道が楕円であること（ケプラーの第 �法則），第 �に惑星の軌道面は地球の公転面から傾斜して

いること，第 �に地球の自転軸は公転軸から � ����

°傾斜していることを考慮しなければなら

ない．

　太陽を原点にした惑星の位置を極座標 ��� 	�で表すとラグラジアンは
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�は惑星の質量，
 は太陽の質量，�は万有引力定数である．
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面積速度を �とすると ���式からケプラーの第 �法則
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が得られる．���式は �
�式を考慮すると
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が得られる．���式の両辺に ��を乗じると次式を得る．
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���式よりエネルギー保存則を得る．
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�の時間変化率は保存量 �� � によって次式で与えられる．
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符号�は平方根の中が 
になる �の値の前後において異符号になるように選べばよい．�
�式より
�	 �

��

��
であることから次の微分方程式が得られる．
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���を解くために変数変換 � �
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をすると
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積分を行うと軌道の式を次のように得られる�．
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ここに，�� � は ��
�式において平方根の中を 
と置いたときの �の �根である．����式は円錐曲

線の極座標表示である．�は離心率，�は根と係数の関係から次式を得る．
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軌道が楕円である条件は � � 
 である�．焦点の位置に太陽があり，	 � 
 において近日点で

� � ���� � ��� 	 � �で遠日点で � � ����� ��である．したがって，軌道の長半径 �とすると
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である．短い方の半径は � � �
�

�� �� で与えられる

ので楕円の面積は � � � � � ��
�

�� �� である．した

がって，周期 � は
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然るに ����より
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図 �� 主な惑星の ��� 依存

�
 は惑星に独立な量であるので惑星の周期は軌道長半径のみに依存する．これがケプラーの第

�法則である．図 �は表 �のデータによって �に対する � を両対数グラフで描き，最小 �乗法で

関数フィットしたものである．� � ���� であることがわかる．
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　変数変換 � � ���� � ��� ��をおこなうと� �� � �� � !���であるから，���式より
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�式を考慮すると
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� � 
のとき � � ���� ��即ち � � 
であるから
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この式をケプラーの方程式という．

�� � � � � では楕円，� 
 � では放物線，� � � では双曲線である．
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　ケプラーの方程式 ����を �を �の関数として得るのは困難であるのでニュートン法で数値的に

解いてみよう．次の関数 � ��� ��とその微分 � ���� ��を定義しよう．
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�が �に比して小さいので第 
近似 �� � ��
�

�
とする．第 � � �次近似は
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近似を続ければ ����が得られる．離心率が大きい水星の場合 �� � 
���について，近似の収束性を

検討してみよう．各時刻での近似を表 �に示す．第 �次近似ですでに収束していることがわかる．

表 �� �の収束性
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軌道の式

�

�
�

� � � ���	

���� ���
�

�

���� � �����
� ����

より � � "�!
	

�
� � � "�!

�

�
，���	 �

�� ��

� � ��
および

���� �
�� ��

� � ��
を ����式に代入すると�

� � �
�� ��

� � ��

��
�� �

�� ��

� � ��

�
� �� ��

　�
� � �� � ���� ���

	 �
� � �� � ���� ���

	
　　　　　　　　　 � ��� ����� � ����� � ���

��� ����� � �� � ����� � ��� ����� � ��� �����

　　∴　 � �

�
� � �

�� �
�，すなわち

図 �� 水星の楕円軌道
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����，����を使って �� � の値を計算し，� � ����
�� �� � �� � � � � �
�に対する �� ���	� � � !	�を

図 �にプロットしている．移動角度をわかりやすくするために各時刻における動径を付加した．
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　太陽を原点にしたときの地球および惑星の位置を ��，�とすると地球からの惑星の位置は

昇交点
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降交点

太陽

図 �� 昇交点と降交点の位置
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昇交点

図 �� 軌道面の傾斜

� � � � �� である．黄道面�と惑星の軌道が交差する �点 �昇交点と降交点�を結ぶ直線上，太陽

から昇交点の方向に �� 軸をとり黄道面に垂直に !�軸，�� 軸を !�� �� 軸に垂直にとる．図 �のよう

に近日点を通る �軸と �� 軸とのなす角を  とする．惑星の軌道面と黄道面の傾斜角度を Æとする

と図 �のように黄道面に固定した座標 ���� ���� !��は次式で与えられる．�
�
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地球に関する各諸量を � を付けて表すと �� �
"�
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である．地球の近日点から測られた ��

軸までの角度を  �とすると，地球の位置は ������ ��� !�� � ��� ����	� � ��� �� � !�	� � ��� 
�であ

る．したがって，地球から見た惑星の位置��#�$� %�は次式で与えられる．
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	� 	� は同時刻における惑星および地球の角度変位をそれぞれの近日点から測った値である．

　次に地球が公転軸に対して �だけ傾いた軸の周りに角速度 &で自転していることを考慮しよう．

公転軸の方向の単位ベクトルを �，公転面内の互いに直交する単位ベクトルを �� � とする．まず，

図 �の左図のように � の周りに �回転すると � は変わらないが，�� �は次の ��� �� に移る．

� � � �，　�� � � ���� � � � !�，　�� � �� � !� � � ���� ����

�地球の公転軌道面
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図 �� 公転系から自転系への座標軸の変換

ある時刻 �での自転の回転角は

� � &� � �� ����

である．��の周りに �回転して得られる単位ベクトル ���� �������は図 �の右図を参照すると次式で

与えられることがわかる．
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# ���� � $ �� �� � % ���� � #� � $ � � %�

より，地球から観測される惑星の位置��# �� $ �� % ��は次式で与えられる．�
�
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