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一般に，�次元格子を�次元空間（� � �）
に投影することによって得られる準格子は，� �
��の場合には，いわゆる「窓」のシフト量に
依存しない ���．しかし，�次元超立方格子を �

次元空間に投影することによって得られるペン
ローズ・パターンのように � � ��の場合には，
窓のシフト量により，種々のパターンが得られ
る．本稿では窓のシフト量を変えることによっ
てできるより一般的なペンローズ準格子を作成
する．また，その準格子による回折強度式がシ
フト量にどのように依存するか明らかにする．

� 一般ペンローズ・パターンの構成

� 次元空間における直交単位ベクトルを
��� � � � ���とすると，�次元超格子点は

� �
��

���

����　（��は整数） ���

�����������

平成 �年 �月 �日受理
� 数学物理学科
�日本物理学会に発表，平成元年 �	月 
日

で与えられる．この座標表現に次式で与えられ
る変換行列 � �	��：行列要素）の直交変換を作
用する ���．
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ただし，
 � ����である．基本ベクトル ��は
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によって，新 ��� に移される．また，座標 ��は
変換式
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によって，新しい座標 ��� に変わる．直交変換
によって得られた基本ベクトルのはじめの２個
�������でできる �次元の部分空間および残りの
�個の �������� ��� でできる３次元の部分空間を
それぞれ ��および ��とする．変換前の基本
ベクトル ��の��および��成分をそれぞれ �
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格子点 �の ���� ���成分 ��� ��は
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次に，変換前の座標表現で �� 個の格子点
�
�� � � � � 
��，�
�	� ��を頂点とする �次元超立方
体�を考える．�の内部の領域を��に投影し
て得られる �次元の範囲を�とする．�はい
わゆる窓（������）で，この場合では，�����
に示すような菱形 �	面体である．無数の格子
点 �のうち，その���成分 ��が�に含まれ
るような格子点を ��に投影して得られる �次
元部分空間における格子点 �� がペンローズ・
パターンを与える．�は �� 空間内で �次元
シフト量�の任意性がある．これを考慮する
と，�� を準格子点として採用するための条件
は，��にたいして，
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�����における �は菱形 �	面体�の重心であ
る．�は��に関して �回対称と �個の鏡映面
をもつので，領域�は回転軸 ��の周りの回
転角を �とすると，

�	 � ���	 � � � ����� ��	�

の範囲にある �	分の �の領域によって代表的
に表現される． �!�"��はそれぞれその部分空
間の境界にある点である．����が�の内部
にある条件を求めるため，まず，その点を対称
操作で�	 の領域に移し，その点を ��� ���
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とした後，その点が �平面 � !�  !"� !"��

"�� より点�側にある条件を求める．ベクト
ル
�	
��～

�	
��はそれぞれ次式で表される．�����������
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����������� をそれぞれ，平面 � !， !"，
!"�，"��の法線の方向を持ち，�からそれ
ぞれの平面までの距離の逆数を大きさにもつベ
クトルとすると，それらの３成分は，それぞれ，
次の連立方程式の解で与えられる．������
����
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������がこれらの �平面の�側にある条件
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は，次の �条件を同時に成立することである．

���� ���� � �� � �　 �� � �� �� �� ��� ����

�����は，種々の�について，�� � �		� ����
�
� ��の条件で得られたペンローズ・パター
ンである．��に沿って �軸（���に対応），それ
に垂直な面内に �� �軸（�������に対応）を選び，
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とした．ただし，

Æ � ����	 ��� �
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である．得られるペンローズ準格子は部分空間
��における �個の基本ベクトル �

�
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�
�のう

ちから �個の基本ベクトルが選ばれ，�	種類
のセルから構成されている．これらのセルは大
きさが相似の �種の菱形に分類できる．図では
見易くするため，小さい方の菱形を黒く塗って
いる．窓の ��平面に平行に移動すると，単に
対称点が平行移動するだけで全体のパターンは
変わらないことがわかる．���� ��� � �	� 	�

の場合には �回対称点が各パターンの中心にあ
ることが分かる．オリジナルなペンローズ・パ
ターンは Æ � 	��の場合である．

� 一般ペンローズ・パターンによ
る回折振幅

一般ペンローズ・パターンの各準格子点が，
電子分布 �� の原子 �種類によって占められて
いるとすると，位置ベクトル �における，この
原子集団の電子分布 �は�

�
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ここで，�に関する和は，��� ��� ��� ��� ��につ
いて �
から
のすべての整数をとる．�は
セルの一辺の長さの

�
���倍である．関数 �は

窓の外形関数である．すなわち，
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運動学的な ;線回折振幅は ��
�式のフーリエ
変換で与えられる．散乱ベクトルを �とすると，
回折振幅は電子単位で次式で与えられる．
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ここで，� は原子散乱因子で，
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ポアソンの和の公式より，
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ここに，�は ������������で与えられる �次
元格子点，�は �次元座標点を表す．��は �次
元体積素片である．�����は部分空間 ��，��

内のベクトルである．
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第 �の積分は Æ関数で表され，
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ここに，� は菱形 �	面体のフーリエ変換で次
式で与えられる．
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��および ��は �������および �����������によっ
て次式で与えられる．

�� �
��

���

�
� ��
���

	����

�
���� ����

�� �
��

���

�
� ��
���

	����

�
���� ��
�

����式から分かるように ����は � � ����に
のみ値をもつ．��は �次元空間内のベクトルで
あるので，ロッド状の分布を与える．いま，��

の �������成分をそれぞれ �
�
�� �

�
� とし，���式の

行列要素 	��を ����に代入して整理すると，次
のように，整数を係数として，�と無理数
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上式より明らかなように，� 個の整数の組
���� � � � � ���と ��

�
�� �

�
��は �対 �の関係にない．

��が同一の相違な整数の組 ����� � � � � ����が無数
存在する．����式および，����で�� 	 ��� �� �
�� � � � � ��と置いた式とが等しいとする関係から，
次式を得る．
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したがって，����式における �に関する和，す
なわち �個の整数��� � � � � ��に関する和のうち，
最初の �個の和を次の変換によって書き換える．
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新しい整数の組によって �
�
�� �

�
�を表すと，それ

らは当然ながら，��に依存しない．それらは行
列要素 	��を使って，
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����の和において，��に関する項を抜き出すと，
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上式は Æ関数の和
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で与えられるので，����式において ��� に関す
る積分をし，����を書き換えると，
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関数 �は有限な領域より外では 	となるので，
�に関する和の範囲は有限で，
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ただし，�	 � >
�
�������?である．また，��� ��

に関する積分範囲は菱形 �	面体を �� � �� 5

��
�
�の平面で切った �枚の断面である．�����

には�� � 	����
�
�の場合の積分範囲を示して

いる．

� シフト量の回折強度への影響

回折強度は ����式の絶対値の �乗であるの
で，整数の組 ���� ��� ��� ���に関する和が �重
に現れる．一方，����式より，これら �整数に
よって一意的に ��が定まるので，これらの整
数に関する �重和で表される．また，位相の部
分に現れている ��� � ��� も ����式より一意的に
定まることから，複素共役との積で �となる．
したがって，�原子当りの回折強度は�� のみ
に依存し，次式で与えられる．! を原子数とす
ると
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 はペンローズ格子の構造因子である．����，
����を考慮すると，回折強度は��に関して周期
��
�
�の偶関数であることが分かる．これらの特

徴は石原等の結果と一致する ���，しかし，�節に
おいて得られた準格子では回折強度と同様の��

依存性を示さない．例えば，Æ �	����	��������
等は同じ回折強度を与えるが �回対称点の周り
の模様が明らかに異なっている．一つのパター
ンには �回対称点はただ１つのみであるので，
それらは互いに並進操作によって一致すること
はあり得ない．準格子と回折強度のこれらの関
係は，投影法によって準格子をつくる場合，�
が ��より大きいときに生ずる一般的な特徴と
考えられる．
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