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� 緒　論

準結晶の発見 �������以来，準格子を構成する方
法（タイル張り）が多くの研究者によって提案
されている．任意の次元において，準周期的な
タイル張りの一般的な方法が ������等によっ
て与えられている �����������．これは以下に述べ
る，いわゆる投影法である．
　 � 次元空間における直交単位ベクトルを
��� � � � ��� とすると，�次元超格子点は

� �
��

���

����　　 ��� �整数	 �
	

で与えられる．この空間に変換行列 � の直交変
換を作用すると，基本ベクトル �� は

��� �
��

���

������ ��	

によって，新 ��� に移される．ここに，���は �

の要素で，��� � �����である．また，座標 ��は
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によって，新しい座標 ��� に変わる．直交変換
によって得られた基本ベクトルのはじめの �

個（���� � � � � ���）で出来る�次元部分空間，お
よび残りの ���個（���	�� � � � � �

�
�）で出来る

���次元部分空間をそれぞれ��および��と
する．変換前の基本ベクトル �� の ��，��成
分をそれぞれ �

�
�および��� とすると，
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格子点 �の ���，���成分 ��，��は
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次に，変換前の座標表現で �� 個の格子点
���� � � � � ��	� ��� � �� 
	 を頂点とする �次元
超立方体�を考える．�の内部の領域を��に






投影して得られる ���次元の範囲を�とす
る．無数の格子点 �のうち，その���成分 ��

が�に含まれるような格子点を �� に投影し
て得られる�次元部分空間における格子点 ��

を�準格子点�と定義する．この場合，�は��

空間内で � � �次元シフト量 �の任意性があ
る．これを考慮すると，��を準格子点として採
用するための条件は，��にたいして，
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すなわち，「�を通して，�次元超格子を眺め
たとき，見通すことが出来る格子を ��に投影
すれば，�次元準格子が得られる．」と云うこ
とが出来るので，�は通常，窓（������）と
呼ばれる．
　最も簡単な準格子の例は，フィボナッチ配列
である．これは，� � �� � � 
，
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とすれば構成できる．こでは，� � �
�


� 
	��

�黄金比	である．窓�は長さ �� �
	�
�


 � ��

の線分である．最近，寺内等 �
� による，この
種の超格子構造の �線的研究がある．�次元の
例では 
回対称のペンローズ・タイリングがあ
る ���．これは，� � 
� � � �として，変換行
列を
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として得られる．ただし，
 � ���
である．窓
は菱形 ��面体である．また，準結晶発見に導
いた正 ��面体的対称性を持つ !"#�合金の構

造は，� � �� � � �，変換行列が
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から構成される ���．この窓の形は菱形 ��面体
である．
　本報では，最近，�$%�$&�合金で発見された
�回対称 �次元準結晶 �
�を投影法によって構成
し，その理論構造因子の一般的表現を与え，セ
ル内の原子配列の回折強度に与える効果を検討
する．

� �回対称�次元準格子の構成

�次元直交単位ベクトルの �次元部分空間��

への投影ベクトルを �回対称を持つように，次
のように選ぶ．�'�()１ �参照）
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��
�
�� �

�
�	� ��

�
�� �

�
�	 ��

�
�� �

�
�	� ��

�
�� �

�
�	からな

る �種の菱形である．以下，��
�
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�
�	からなる
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セルを ��� �	�セルと呼ぶ．��に直交する空間
���成分は次式のように定義することができ
る．（'�()１ *参照）
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ただし，� � ����である．したがって，
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直交変換 �
�	から得られる窓 �は �次元超
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立方体の ��への投影で，'�() �のような正 �

角形の内部で与えられる．3は �次元空間での
原点（�6�6�6�	 の ��への投影点である．実線
は �次元超立方体の各稜の ���成分で，��個
の交点（小円）すべてから �本の直線が出てい
る．正 �角形の窓の原点を �回対称の位置に選
ぶため，シフト量を � �

��
��� �

�
� ��とすると，

窓は
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����� ��� の条件で得ら
れた準格子である．�回対称点が図の中心にあ
る．窓のシフト量を変えると，対称点は移動す
る．'�() �に示すように，得られた準格子には
自己相似性がある．正方形セル!，菱形セル 8

の 
段大きいそれぞれのセルを !�，8�とする
と，!���!��8，8���!��8が成り立つ．こ
の自己相似性を無限に適用することによって，
�種のセルで平面を隙間なく埋めることが証明
できる．このとき，!の数と8の数の比は無理
数 
�

�
�に収束する ����ことから周期性の可能

性が否定される．

� 部分格子の導出

上で得られた準格子は �種類の ��� �	�セル
　 �
 � � 
 � � �	からなる．これらのそれぞ
れに属する準格子点は，正 �角形の窓内部の或
る部分領域から得ることができる．たとえば，
�
6�	$セルのコーナーの �点に対応する��空間
内での各点が '�() 
に示されている．�点が同
時に窓の外部に出ない条件は，�点のうちの
点
+が斜線の内部にある場合である．斜線の部分

�
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は ���と��� によって得られる菱形である．'�()

�は �
6�	$部分格子である．小円は窓内部の斜線
領域内の点に対応する．他の ��� �	�セルについ
ても，同様なことを行うことによって，部分格子
を得る条件は，'�() �で示された���の領域内
であることがわかる．����	 � �
� �� �� �	���� �	

とすると，���は，��� ，�
�
�によって得られる正

方形あるいは菱形である．各セルに属する準格
子点は'�() �の小円で示されている．以上のよ
うに，準格子を部分格子に分解することができ
るので，各セル内に任意の原子分布を配置した
準結晶を構成することができる．したがって，
一般的な準結晶の電子分布は���によって，次
式で与えられることができる．
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��� �	は 
 � � 
 � � �を意味する．�はセル
の一辺の長さである．���は ��� �	�セル内の原
子の数，����� ����はそれぞれ，��� �	�セル内
の �番目の原子の位置ベクトルおよびその電子
分布である．��，��は �
�	，�

	を ��	6��	に
代入して次式で与えられる．
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� 準結晶構造因子

以上で得られた �回対称 �次元準結晶による
運動学的な �線回折振幅は，�
�	式のフーリ
エ変換で与えられる．散乱ベクトルを �とする
と，回折振幅は電子単位で，
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ただし，�に関する和は ��� ��� ��� ��のすべて
の整数についてである．��� は ��� �	�セルの
構造因子で，結晶と同様，次式で与えられる．
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���� は ��� �	� セルの � 原子の原子散乱因子，
�����

�	は'�() �の各領域を示す関数で次式で
与えられる．
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しかるに，ポアソンの和の公式
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が成り立つ．�に関する和は ��� ��� ��� ��のす
べての整数についてである．したがって，�
�	

式は �の和で次のように表現することができる．
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ここで
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��� は ��� �	�セルの面積（平方形では ��，菱
形では ���
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�），��，��は �
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�	と同様，
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ただし，����	 � �
� �� �� �	 � ��� �	，����はセル
の重心を原点として表された ��� �	�セル内の
�原子の位置ベクトルである．� �

��は ���	式に
おいて，����の代わりに ����� と置き換えたも
のである（付録参照）．

���	式より，���	は � � ����
�

��	のみ値を
持つことがわかる．��は ��
	式のように �個
の整数 ��� ��� ��� ��の１次結合で与えられるの
で，���	の分布は２次元の逆空間を密に覆う．
���	式は結晶構造因子と類似な表現をしている
ことから，� ��	を�準結晶構造因子�と呼ぶこ
とにする．��
	より，整数の組 ���� ��� ��� ��	

によって �� が定まる．逆に，その �� を与え
る別の整数の組は存在しない．���	より，��

についても同様なことが云える．従って，指数
���� ��� ��� ��	は � � ����

�
��	における回折

斑点を一意的に定め，�� ��	��の強度を与えら
れることがわかる．さらに，窓のシフト量の効
果は，構造因子の位相を変えるだけであるから，
回折強度への寄与はない．３種の８回対称準結
晶構造およびその理論回折強度を '�() �に示
している．図の中央には，正方形，菱形の各セ
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ル内の原子を黒丸で示している．回折強度の計
算では，簡単のため，原子散乱因子を 
とした．
実際の電子分布では，回折像は中心から遠ざ
かると強度が弱くなる．各回折像の中心近くの
�つの直線はそれぞれ指数 �
6�6�6�	6 ��6
6�6�	6

��6�6
6�	 ��6�6�6
	を示す．図からわかるように
セル内部の原子分布の違いが各斑点の強さに大
きく影響することがわかる．���(等が得た電
子回折像は鮮明でないので，我々の結果と比較
できないが，実験技術の向上により，その準結
晶の原子的構造が明らかにされるであろう．

� 結果と議論

�次元格子を� �
 �	次元に投影することに
よって得られる �次元準格子は， ��

�������� 種
類の部分格子に分解することができる．それは，
窓を ��

�������� 個に区分することに対応する．�

次元格子点を ���成分が区別された窓に含ま
れるならば，その格子点の ���成分が部分格
子を構成する．これらの ��

��������種の部分格子
点の各々に，任意の原子分布のセルを対応させ
ると，一般の準結晶構造を構成することができ
る．このような準結晶の構造因子は各セルの構
造因子の和で表現できる．窓のシフトにより，
回折強度が変化しないのは，� � ��の場合で
ある．ペンローズ �パターン �� � ��	では，窓
のシフト量によって，局所的にも異なった種々
の 
回対称準格子ができ，それらの回折パター
ンは少し異なる．これらの特徴は石原等によっ
て明らかにされた ����．!"#�合金などの �次
元準結晶について，���	式に対応する準結晶構
造因子は，菱形 ��面体の窓を区分して得られ
る．最近，完全度の高い準結晶サンプルが得ら
れ，鮮明な電子回折像が得られている ����ので，
理論回折強度との比較から，セル内の原子配列
が明らかにされるであろう．

付　録
　
　部分準格子の回折振幅は，���	式より
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ここに，���は整数の組 ���������	� ���������	

であたえられる �次元格子点で，�は �次元体
積素片である．�����は部分空間 ��6��内の
ベクトルである．
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であるから

�����	 �
�
�

�
�����

�	���	��
�
�� ��

　　�
�

��	��
�
�
������� ��

　 �
�
�

��	��
�
�

�
��

�
������

�	���	��
�
�� ��

　　� Æ�
�

���� ��	　　　���	

����は ���	式において，領域���の重心を原点
とした関数表現である．>�

��は正 �角形窓の中
心から���の重心へ引かれたベクトルである．
各 �� �に対する�

�
��は以下のごとくである．�����������
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���	より

����� � �� � ����� ���	

であるから，��での表現 ���	は ��空間で表
される．したがって，
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ここに，��
��は ���	において，記号�の代わ

りに記号 	と置き換えたものである．'�() �か
ら明らかなように，��

��は ��� �	�セルに属す
る格子点から，そのセルの重心へ向かうベクト
ルであることが分かる．したがって，

����� � ���� ��
�
�� ���	

として，��� �	�セルの構造因子を次のように
定義する．

� �
����	 �

�
�

������	�
�	����

��� ���	

また，���	式において，関数 ����を含む積分は
���	式において定義された ��������

�	である
ことを考慮すると，回折振幅の式 ���	，���	を
得る．
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